DIE BESTIMMUNG GEWISSER PARAMETER BEI BINAREN BAUMEN MIT
HILFE ANALYTISCHER METHODEN

Helmut Prodinger

Abstract. This paper deals with the average number of nodes with a special property
in binary trees with n nodes. Generating functions are set up and considered as analy-
tic functions. A detailed singularity analysis allows to get asymptotic formulas for
the considered numbers. The local expansions are derived by use of the Mellin trans-
form. The asymptotic expansion involves periodic terms; the Fourier coefficients are

computed in terms of Riemann's {-functions etec.

1. EINLEITUNG

Ein bindrer Bawn 1ist entweder ein Blatt (O0) oder ein (innerer) Knoten (O) mit
einem Tinken und rechten Unterbaum; diese sind selbst bindre Biume. Die Familie der
binliren Bdume B erflil1t also die formale Gleichung

B=[T]+/\ : (1)
B B
{vgl. {3]). Ist b, die Anzahl der bindren Bdume mit n Knoten und B(z) = EnEO bnzn,
so ergibt sich aus (1)

' B(z) =1+ 2z(B(2))2 bzw. B(2) =—1’—2-—"IZ“ %2 ynd b, = ey (2)

Ein bindrer Baum kann verwendet werden, um einen arithmetischen Ausdruck darzu-
stellen. Ein Beispiel illustriert das am besten:

— ((X+Y)x((Z4+U)-V))

F AT

Umn einen arithmetischen Ausdruck auszuwerten, ben8itigt man eine Anzahl von Hilfs-

registern. Die minimale Anzahl solcher Hilfsregister hdngt nur vom Baum t ab und wird
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mit Reg(t) abgekiirzt. Interessanterweise ist dieser Parameter nicht nur in der Infor-
matik von Bedeutung, sondern auch in den Naturwissenschaften. Der Leser sei auf {348,

& 6,8,101 verwiesen.
: Die Registerfunktion ist in induktiver MWeise wie folgt definiert:

Reg(th = O

: /;\§ : max { Reg(tl),Reg(tz) } falls Reg(tl) ¥ Reg(tz)
Reg =
{ 1 + Reg(t falls Reg(tl) & Reg(tz)

iy ) (3)
KWk 1
Diese Definition erlaubt es, von unten nach oben fortschreitend, jedem Knoten bzw.
Blatt eine nichtnegative ganze Zahl zuzuordnen, ndmlich die Registerfunktion des von
dem Knoten induzierten Unterbaumes. Die Registerfunktion kann man dann an der Wurzel
ablesen:

(4)

00

Der Mittelwert Dn der Registerfunktion, wo alle Bdume mit n Knoten als gleich

wahrscheinlich angesehen werden, ist in letzter Zeit oft studiert worden: [3,5,6,8,
101. Es ' gilt:

*
1
D, = loggn + D(logyn) + O(—Q%—E) - (5)

* steht flir eine positive Zahl, D(x) ist stetig und periodisch mit Perijode 1. Schreibt

man D(x) = EkeﬂzdkeZkﬂix, so gilt:
R RS sl .
g % g 052 " Togz * 109,27 »

B L 2kwi

dk 7T TB@‘?‘C(Xk) T(Xk/z)(Xk-l) s k # 0 > Xk "Taajz *

Wir wollen uns hier jedoch einer anderen Fragestellung zuwenden: Gewisse Knoten
veranlassen die Registerfunktion zu wachsen; in (4) sind diese kritischen Knoten her-
vorgehoben. Es wird im folgenden gezeigt, dag flr Kn, die mittlere Anzahl von kriti-
schen Knoten in einem bindren Baum mit n Knoten, folgendes gilt:

AT 1
Kn arth. ik ‘1?1092" + K(10g4n) + o{l).

wo K eine periodische Funktion mit Periode 1 ist.
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Der erste Term n/3 scheint bereits in impliziter Form in [11] auf.

2. ERZEUGENDE FUNKTIONEN

Wir bezeichnen mit R_ bzw. Sp die Familie der bindren Bdume mit Registerfunktion
=p bzw. 2p, sowie mit Rp(z) und Sp(z) die entsprechenden (gew8hnlichen) erzeugenden
Funktionen. Weiters sei € = /I-4z , sowie z = u/(1+u)2, d.h. u = (1-e)/(1+e).

LEMMA 1. o oP
R = u (6)
p IR 2p+1
1=
P
o 1-u° : u? (7)
P u oP
1-u
P
Rp _ u l-u2 8
PR e (8)
Rp-l gic SR

Beweis. Der folgende Beweis wurde gemeinsam mit P. KIRSCHENHOFER gefunden und
gestattet eine wesentlich schnellere Herleitung von (6)-(8) als dies bisher mbglich
war. Es wird nur (7) bewiesen; (6) und (8) folgen dann, weil Sp - Sp+1 = Rp. Aus (3)
folgt unmittelbar

£/ /\ /\ /\ , (9)
v B\S
s, = /o\ ﬁ /\ AR (10)
Aus (10) ergibt sich
¥ 2 L
Sp = zSp_1 + ZZSP(B Sp_l),
bzw. 2
1
TR 23p-
P 1- ZzE+?z§D 1
Wir beachten & = 1-2zB und nehmen den Kehrwert:
1 = E..._z.]‘_... e _S._Z._
5 4
S Sp-1 ks

Wir multiplizieren mit e/z und addieren 1:

o

& 1 I | 2 £
E'S;'+ 1 (E-SB:E-+ 1)- = (EE + 1)
Man rechnet leicht nach, daB g/z = (l-uz)/u und 1 + ¢/zB = 1/u ist, und erhd1t
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p
nn s T e e
i i g g
p u2 u2
das ist (7). O

Im folgenden schreiben wir fir den Koeffizienten von 2" in f(z) immer [2"F(z)
u.4. Augerdem vereinbaren wir eine Kurzschrift: f(z) = g%-f(z,u)‘uzl.

Sei Up = Rp—l/Rp; es ist dann U1 = (1-2z)/z. Weiters sei [znum]vp(z,u) die An-
zahl der bindren Biume mit n Knoten, Registerfunktion p und m kritischen Knoten.
Auperdem sei Qp = vp_l/vp. Die uns interessierende Grdge K ist dann

(2% 3 Vp(z)

i p=0
K = . 11
. [z B(z) ( ).

LEMMA 2. Vb =0, V& = z/(1-2z); flir p 2> 2 gilt:

E RJ.2J [jil Ry 1 ]
Y. = 8. =R +1 -5
P - R;‘f_l k=1 2F “

Beweis. Von (9) erhdlt man

Vo<l und Vos2z¥, § Vormi¥. upamy

0 P P j<p J P
Wir dividieren durch VD und subtrahieren die analoge Ungleichung flir p+l:
v2 o
0 =12z  + zZu - ZU — 4
e o
o - N L

Wir beachten Qp(z,l) = Up(z), differenzieren nach u und ersetzen u durch 1:
B~ =0 BB e,
S G T

Daraus erhdlt man

Es 1St V1 = zu/(1-2z), daher Ql = (1-2z)/zu und ﬁi =2 - 1/z. Weiters gilt

Ul"‘UP = l/Rp. Demnach erhdlt man fir p = 2:
R R R o T R
- e p-2 . p-1 _ j-1 = "0
pr 2p ‘Gp']- ZP_I ’ ZD_I JEZ ZJ'I = Ql B
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oP p=1 Rj 1
A A R
p p_l j=1 2\] 2z

Fii =1 gilt y
P gi Qp D

Vp—l’ und daher

W
Ry + UV p-1

Diese Rekursion fir Vb wird nach demselben Muster wie vorhin geldst:

vp Ul...UP = vp_l Ul...Up_l = Qp Rp Ul...Up_l Y
oder firp=1
V v R V R.
RE' -1 _ g . R g . S
p Rp—1 P p-1 Rl j=2 4 Rj-l
Hieraus ergibt sich die Behauptung unmittelbar.
LEMMA 3. _ j oS
ne 1= ) 93 ) (_1)k+1 S L6 ’
= k=1 1 2
-u
Beweis. Wir setzen
my |2 ) es(n) u"  mit 8. (n) = ('1)k+1
n=1 2=3k=1 k2% =n
Sei nun n = Zm(1+2k) mitm=s:
AN -j m=1 .
gl Tolqa R o B e
J=s j=s
Also gilt
s 2M(1+22) s k2® e
g B ) £ v It Sl e = 2 g
m>s 3330 k=1 1-u®

SATZ 1. Die arithmetische Funktion w sei definiert durch

w(n) = i, falls n = 2"(1+2i)
Dann gilt:
2
Mooy o MM L g Ay ey uF

k=1

" Beweis. Aus Lemma 2 erhalten wir

¥ioow s +8 % Y = R + R
0 i p£2 p il p;% D

mit
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p RjZ‘j g1

T r;z p jzz i kzl *
und \
i p Rsz

A, = (1--2-7;);2 R, jzz E:Z:

Es ist zﬁBi Rp =-1+B =u, sodaB wir uns A2 zuwenden k8nnen:

2 p 23 J
_ 2u-(1l+u 1-u u u 1-u J
A2 it "__"%HT_)—' L v ol .Z E:;?' ___755 z

2 ;
1+u 1-u ) u
T T } 2 5

3 3
. 1+u2 2 : 2
2u

g

b 1+u°

e LR

e 1+u2 4 u4 L
2u o

Die Berechnung von A, ist dhnlich:

Die letzte Summe ist U daher gilt:

Die Summe ist
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k
A u2 (1+2)\) o Z
k=1 ;021 n=1

w(n) oy

sodaB der Beweis sich durch Zusammenfassen ergibt.

Es wird noch ein zweiter Beweis angegeben, der auf einer Idee von P. FLAJOLET be-
ruht. Er ist klirzer, aber man erzielt keine Formel fiir Vﬁ flir festes p.

Man denke sich einen bindren Baum mit p kritischen Knoten. Man betrachte einen
ausgezeichneten dieser kritischen Knoten v. E

v O v :
9

Der Auszeichnung von v entspricht eine eindeutige Zerlegung; t€ j R/gkk 4
PR TR TP f
Damit jeder kritische Knoten gezdhlt wird, mup man jeden auszeichnen. Mit anderen
Worten, E
Ly w2y on 2 '
Wayie I )t . 2 1R
0 n+l tn pSo P
p+l 1
I 1 u (l-uz ¢ u2 '
AN (1w)* peo Y o+l 2 :
(1-u® ) [
2 P 2
g 11? ) A UAZ L 11? J o ow(n) J" :
p=1;3=>1 1
mit
P(n) = ) A

n=12p;p,xzi

Sei nun n = 2m(1+2i), dann gilt
m S m-1 5 .
win) =} R = ie2i) J 20 = (e2ig(2%-1) = 0 -1~ Ziuin),
p=1 2P =0

d.h.

2
1-u u u 1-u n
YV = - -2 Vo) W,
wie behauptet. O3

Man kann auch eine "explizite" Formel fir [zn]'V(z) angeben:
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SATZ 2. [2" V(2)

= (nz_nl) i Z w(k) [ (nfln_k) s - (nz_nk) = (n-21n—k):|

k=1
Beweis. Die Berechnung erfolgt mit der Cauchy'schen Integralformel:
1 s d
n - zZ
[27] V(z) = 7 f o+l V(z)
(0+) 2n+2 . 2
i du (1-u) (1l+u) utisul @ o 1-u J (k) uk
ey J (1+u)3 ! Lo u K31
2 2n
i [u"] u(1+u)2n o el (1-u) u(1+u) I w(k) uk;
k=1

hieraus ergibt sich die Behauptung unmittelbar.

3. ASYMPTOTIK

Um das asymptotische Verhalten von Kn zu bestimmen, kann man wie in [5,8] vorgehen:
Der erste Schritt ist, die Binomialkoeffizienten in Satz 2 zu approximieren; die auf-

tretenden Summen EKBi w(k) kb exp(-kz/n) k8nnen dann mithilfe der Mellin-Transfor-

mation ausgewertet werden, oder aber durch partielle Summation und Information tiber
Ek<hu)(k) (vgl. [14] ). Das ist interessant, aber wir schlagen hier einen schnelleren
Weg ein, vgl. [4,6,12],

Es wird der Koeffizient von z" in V(z) mittels der Cauchyschen Integralformel aus-
gedrlickt, und zwar unter Verwendung eins Integrationsweges wie unten angedeutet:

/s‘r/mm
e

Hiezu braucht man eine analytische Fortsetzung von V(z) auBerhalb des Konvergenzkrei-
ses. Das ist jedoch nicht schwierig, weil der Konvergenzradius von V(z) in der u-Ebene
1 ist, und der dem obigen Integrationsweg entsprechende Integrationsweg in der u-Ebene
innerhalb des Einheitskreises 1iegt. Falls wir nun eine lokale Entwicklung um z = 1/4
haben, kann sie "Ubersetzt" werden in eine asymptotische Entwicklung von K, (Val. [4,
6,12] .) Die lokale Entwicklung wird mit der Mellin-Transformation gewonnen. Man braucht

eigentlich nur
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CcHie
= o 1 -S
T L e e (C_iw T(s) t =~ ds, B x>0, ¢ >0,

LEMMA 4. Die erzeugende Dirichletreihe von w(k) ist gegeben durch:

1

-1
s RT S B L Gty L) e

=1 g™ . 4
Beweis. Man beachte zundchst, dag

A;ﬂ CAYE 5 e - 2% Eis) = ST ale).
Daher gilt g
Yowo T w08 L E My ;
i k=2"(1+2X) §
o e [%(1+2A) -%] (1+21)7S -
i20 230
= ;_S [%(1-2‘5*1) Z(s-1) - H1-275) c(s):l SR 5

LEMMA 5. Die lokale Entwicklung von V(z) flir z ~ 1/4 ist gegeben durch

1 11 4 ¢'(-1 Y -4
V(Z) N -S-E + [ E + 09 -+ W] g * —T-—H 09 ElOgE
v e L
- Plxy b oy 1) e
°9 ¢ kg0 R 5
. L PRGS i
BEC % " Yogt - ,
3 h
Beweis. Wir setzen u = e-t. Dann gilt t = - Tog u = - log %i% = 2¢ + E%_ - 0(85).
Weiters gilt
t2 t2
u(l+u) _ it ST el et e B AR :
1-u 2 3 t 6
t - . S N
O R
A = 7 Sig
ol e Ml s 2 + o AT 2 + 2¢ + .
In 4hnlicher Weise erhdlt man §
2 ' ;.
11? e %-ta LR L e 453 - L

Nun kbnnen wir uns dem komplizierteren Ausdruck zuwenden:

-kt 1 BEIe g 5
w(k) e = f Fls) 3. wRy 0% ° ds =
k;1 LA = i
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CHie Kl e S
= e J Pis) & g [2-25—11;(5-1) - %—;(s)] ds.

ok

Man kann den Integrationsweg beliebig weit nach links verschieben, wenn man nur die
Residuen in Betracht zieht. Flir s = 2, s = 1 Tiegen einfache Pole vor; sie stammen
von den z-Funktionen. Weiters gibt es Pole bei s = 2kmi/log2 , kE€Z, und schlieBlich
bei s = -k, keI‘lDI; sie stammen von der TI'-Funktion.

Das Residuum bei s = 2 ist

das Residuum bei s =1 ist
= %_ t'l,
das Residuum bei s = 0 ist
log t 2 z'(-1 Y
Wilegz * I T ZTlog? T Wig?

das Residuum bei s = X, fir k + 0 ist

ARl e i T
Z7Tog Zz T olx -

Indem man zusammenfaBt, erhdlt man

a 1 1o Sehn y 1
PERR: . - [ 1 Tog 2 ¥ 3 Tog 2]€+ 31092510‘38
1y
4 k
¥ Y kEO T(x) z(x-1) e e

SATZ 3.

i
Kn = %-1- ﬁiogzn + K(10g4n) + ofl),

wo K(x) eine periodische Funktion mit Periode 1 ist; schreibt man K(x) = zkEZZCkEkax’
so gilt
R T - ) Y PR o . R 1
0 16 12 Tog 2 Tog 2 6 Tog 2°
1 2kmi
Ck = '1'—“2'09 C(Xk-l) F(Xk/z) (Xk_l) » k * 0, Xk =]0 ik

Beweis. Wir beziehen uns auf (11):

= n+1.

Flir n 21 gilt:
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U e
o zn - 2
Weiters gilt [7]
g o= 1 -o-1
[2M log (1-2)-(1-2)* = - F(_;‘)’g 0o iy PAERY 0(.._.,2.“;1”)
(T( u))
und daher, unter Beachtung von P(-%—) = -2vm, T' %—) (y + 2 log 2 - 2)
tvgl. [15)):
~3/2 -3/2 ; ¥
[z € log ¢ = %.4 [ n o L S 2 vy (Y4; 2 log 2 - 2) . ._.]
2y
4n -3/2
= ogn + (v + Zlog 2 ~ T} + ..
e
Weiters ist [1]
1—xk :
n, 17X Wi 5 ¥
Ez ] e e e o gl iR
Xk~
r(=5-)
und
2n 4"
Pl R e L
H:T /T n

sodag wir erhalten

K, = %(ml) + |: —181— + 4cog-1 + ﬂgTZ]‘(_%) +

1 1
+3~W1[Iogn+ by + 2 708 2 - 2)]+..

%4 /2

+ T‘“Zoé F(Xk) C(Xk"l) i 'nx o /T
k=0 r( k )
——

Die endgliltige Formel ergibt sich unter Beachtung von [15]:

T(xk) VT XL X+ M 1
o f(x/2) TN 1 TR = R r(x/2) (xe)
. i
X /2 2kmi loggn
und n w @ - s AU
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4. DIE HBHEREN MOMENTE

SATZ 4. Das s-te Moment Kﬁs) der Anzahl der kritischen Knoten, wobei alle bindren
Bdume mit n Knoten als gleich wahrscheinlich angesehen werden, erfdi11t folgende Bezieh-

ung (s = 1):

(s) 1.5
Kn u 3.
Beweis. Es wird hier darauf verzichtet, eine genauere Formel herzuleiten, obwoh]l
dies nach dem Muster des vorigen Kapitels mdglich wdre. Wir verwenden die Idee von P.
Flajolet und geben nur eine Beweisskizze:

n s-1 ,2m, _m 2
AN (L Ay Lk
" 1. .20
T (n)

Der Zdhler ist asymptotisch dquivalent mit
o R e % T R W
m0 0 P

z = 1/4 bedeutet u = 1; daher kann der zweite Faktor wie folgt ausgewertet werden:

R - 2
.% 5 Tim (l%?_.__ﬁ__;I) 3 .% R T .%,
B0 u-l e p>0 2P
Also gilt
s=1 .2n

WLIRB TR
KéS) n s

B. ﬁBER DIE LINKSSEITIGE HBHE BINARER BAUME

Wir wenden uns nun einer anderen, jedoch sehr dhnlichen Fragestellung zu (vgl.
[8]). Die Vorgangsweise ist dhnlich wie vorher; daher k8nnen wir uns klirzer fassen.
Die Tinksseitige HBhe h ist fir bindre Bdume wie folgt definiert (vgl [2,9]):

D) = 0
h( /;{\ ) = max {1+ h(tl) » h(t,) ik
Ll

Folgende Analoga zu den kritischen Knoten k8nnen betrachtet werden:
Ein Knoten heiBt Zimks-abhlngig, falls die (linksseitige) HBhe seines linken Unter-
baumes um 1 kleiner ist als die des Knotens.
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Ein Knoten heiBt rechts—abhingig, falls sein rechter Unterbaum dieselbe HbBhe hat.

Treffen beide Bedingungen zu, heipt der Knoten links-rechts-abhiingig.

Es werden nun die entsprechenden Mittelwerte 1,» ry» m der Anzahl der abhdngigen
Knoten betrachtet.

SNIZ 5.

1y o8 Skl 3o ey

rm (2= F)n s (Il,z-%wz) + 03

i
BB s 5 b

=
I

Beweis. Sei Ch(z) die erzeugende Funktion der Anzahl der Bdume mit H8he =h. Es
gilt [ 2,9 :

h+1

h
1 -u 1-u
€, (z) = (1+u) [ - ] :
h P uh+2 1 - uh+1

Sei nun Lh(z,y) bzw. Rh(z,y) die erzeugende Funktion der Bdume mit H8he h, wobei der
Koeffizient von znym sich auf die Bdume mit n Knoten und m links- bzw. rechts-abhin~
gigen Knoten bezieht. Weiters sei

Bz} =" 3 L(2) baw. R(z) = ) R (2) .
h=0 h=0
Indem man die Idee von P. Flajolet benlltzt, erhd1t man

i¥ 1
L(z) - SR § akeioy
A we Y ke

1
R(z) = g C 6.
/117 hgl h i@zm L

Es sei d(k) die Anzahl der Teiler von k und o(k) die Summe der Teiler von k. Hei-
ters sei flir den Augenblick

T T R L
K51 =
(2} = et Pl L TR G 3 C
1-u H;O il fon” B0 " PGSt
u u
+ ¥ 8
T-u 1_u2 A T

i+2 i+1 1
u 1-u 1-u u
+ u(l+u) § [ — - . .

I-u S0 1_u1+3 1_u1+2 1_u1+1

” i+3_ui+2 yite,, i+l "
it a1 A T et o 7 T+
iZ20 L 1-u 1-u 1-u

e g T S A R e S P P Ay e e S

e o T

T it

e

At G et Ao .

A T e 00 e e



Wie

und

= o+ (1) g[ u ”W.rl ] u'
-u 1l 1- 1+1 1_u1+2 ol
u i 1 i i+l 1 1
= — + (l+u) } u : u -
s i=0 [l—u1 1~u1+1] i=l [ Teal  Len s
2
g 14 %8 3 p 1 neses . A SN
iy o (].+U) A T[A U uh + U[A -1—_52 —1—:-':‘"]

in Satz 2 finden wir daher

T e 1 1 ) L G B s B
daher

L 3p=2
}n iy - (T'H-].) .

In 4hnlicher Weise geht man nun bei R(z) vor:
Man beachtet zundchst, dag

k &R u
ke S VR E L R R
=l 1,721 21 (1-u')
Daher gilt
21 i i
g Lor fl=0))
5 Al T S B L
B )’ A (1-u')®
Tz) = ded FoOR 6
of B0V e
1 i i+l
VA 1-u u

= u(l+u) § [ - . } b

%0 1_u1+2 1_u1+1 1 142

i i+l i+l
= u(1l-u9) L - ]
1£0 [ 1-u.I+1 1—u.l+2 1 Lo
: 2 21
1 1 1-u u

= u(l+u) } u' )

; 1_u1+1 1- +2 u i (1-u1)2

2 2
1-u u
=(1+u)A-—i‘i[A-‘j]- B-A-
i b & 1+u u(l+u) 1-u
= —'u—-A [U 1 +1 U] =k T-u 5 1-u y B
2 2
Ui e 1-u gl (1+U . ]
u -u

Wieder kann man eine "explizite" Formel fir die Koeffizienten finden:
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L R G il é; ‘“k)[(nﬁﬂk)’ 2 Gt %Eﬂk)]'

Das asymptotische Verhalten wird wieder mittels der lokalen Entwicklung von R(z) flr
z -+ 1/4 gefunden. Man benifitzt

}  o(k) kK> = g(s-1) g(s)

k=1
und
C+iw
I oolk) e - J r(s) t75 z(s-1) z(s) ds
k=1 C=joo
% WZ ST % (1 3 FZ) i
24€2 ‘a’g ﬁ gs' . e

Insgesamt ergibt sich

N R T S
Rl ik
Hieraus ergibt sich s nach dem Muster von Kapitel 3.
Um m. zu finden, beachtet man, daB
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